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Zu~mm~~ng-Die Gesetze der Lichtable~ung in Brech~eldem werden mit Hilfe der geo- 
metrischen Optik behandelt. Fiir den Weg des Lichtstrahls im Model1 werden Nlherungen einge- 
fiihrt. Hieraus erhllt man das Abbildungsgesetz einer them-&hen Modellgrenzschicht, das durch 

Versuche qualitativ bestltigt wird. 

FORMELZEICHEN 

Temperaturleitf&igkeit, a =L: X/(cp) ; 
.?lnln,; 
Beleuchtungsstarke; 
spezifische Warmekapazitat ; 
Modellange; 
Sc~abstand; 
Brechzahl ; 
Abstand Lichtque~e-Modefl; 
Warmestromdichte; 
Krtimmungsradius; 
Temperatur ; 
Geschwindigkeit ; 
Wandabstand, y1 Schirmkoordinate 
Winkel; 
Grenzschichtdicke; 
Schirmkoordinate des Wandstrahls; . 

1 = YlS 91 = _Yl/% 172 = n/a; 
$0, 

Warmeleltf~gkeit ; 
Strahlungsst~rke; 

Pe = ++@/a, P&let-Zahl. 

1. EXNLEITUNG 

Optische Methoden zur Untersuchung von 
Warme- und Stofftibergangsvorgangen be&en 
entweder auf der Lichtablenkung (Schlieren- 
methoden) oder auf dem Gangunterschied gegen 
einen Vergleichsstrahl (Interferenzmethoden), 
In beiden Fallen handelt es sich urn den Licht- 
durchgang durch Medien mit variabler Brech- 
zahl. Bei der Auswe~ung von Versuchsergeb- 
nissen erhalt man beste~~s ein Brec~~eld, 
das dann noch als Tempera&r- oder Konzen- 

trationsfeld oder als Uberlagerung von beiden 
zu deuten ist. 

Die Gesetze des Lichtdurchgangs durch 
Medien mit variabler Brechzahl (Brechzahl- 
felder) sind in der alteren Literatur vor allem im 
Zusammenhang mit der terrestrischen Strahlen- 
br~hung [I,23 oder mit der Wirkung tier&her 
Augen~nsen [3, 41 erlirtert worden. Anwendun- 
gen auf die W~~e~bertragung behandelten in 
neuerer Zeit E. Schmidt [5] und Schardin 
[6, 7, 81. Eine geschlossene Darstellung des 
Lichtdurchgangs durch thermische oder Dif- 
fusionsgrenzschichten (eine Art “Grenz- 
schichtoptik”) scheint es bisher nicht zu geben, 
obwohl eine solche bei der Vorbereitung und 
Durchftihrung von Versuchen sehr willkommen 
ware. 

Im folgenden solien einige optische Eigen- 
schaften von Bre~h~hlfeldern, vor allem solche 
in ~e~schen Gre~schichten, behandelt wer- 
den, wobei wir uns auf die LichtabIenkung nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik beschran- 
ken wollen. 

2. DIFFJWWTWGLEICHUNG DES 
LKXTSTRAHLS 

Bedeuten R den lokalen Krtimmungsradius 
des Lichtstrahls, n die lokale Brechzahl, grad n 
ihren Gradienten und a den Winkel zwischen 
Lichtstrahf und grad ~1, so gilt die Beziehung 

1 gradn . 



670 1’. GRIGULl 

Diese Differentialgleichung scheint nach einer 
Mitteilung von Straubel [2] erstmals von Heath 
[l] angegeben worden zu sein. Sie ist aus dem 
Prinzip von Fermat abgeleitet, wonach die 
optische Weglange JIZ ds zwischen zwei Punkten 
einen Extremwert annimmt (s ist die geo- 
metrische Weglange). Beschranken M’ir uns auf 
eindimensionale Brechzahlfelder (grad 1~ 
dn/dy) und ftihren fur den Lichtstrahl recht- 
winkelige kartesische Koordinaten ein (Abb. I), 
so wird mit 7 ~~ (r/2) (I 

L__ __,,y 

AHB. 1. Lichtdurchgang durch ein eindimensionales 
Brechzahlfeld n(y). 

Da cos y = l/l, ( I .~ tg2 p) l/l/(1 -f- F’~) ist, 
erhalten wir 

1”’ dnldy d Inn 

I -L y” II dy 
(2) 

Mit der Identitat y” dy 11’ dy’ entsteht die 
Gleichung 

_v’ dy’ 
- -mdlnn 1 I- J”2 

die sich mit der Randbedingung n no fur 
y’ m.- y: integrieren l&St: 

Diese Gleichung stellt zugleich das Snelliussche 
Brechungsgesetz dar, und hatte sich such 
direkt ableiten lassen. Eine weitere Integration 
und damit die Berechnung der Lichtstrahl- 
koordinaten ist nur moglich, wenn die Funktion 
n(u) bekannt ist. Umgekehrt kann man durch 

Messung der Strahlneigungen J‘ und ,y,, nur den 
Quotienten n/no berechnen. ohne eine Auskunft 
iiber den dazwischen liegenden Verlauf von /? zu 
erhalten. Hierzu mtisste man den Lichtstrahl 
innerhalb des ganzen Modells sichtbar machcn. 
Derartige Verfahren sind hisher nicht bekannr 
geworden. 

3. NWHERUNGEN FiiR DEN LICHTSTRAHI. 

In thcrmischen Grenzschichten sirld die 
J“-Werte meist sehr klein, was wir durch fol- 
gende Abschltzung zeigen wollen. 

Ein Model1 gebe in Luft und Wasser !\,on 
etwa 20°C) Warme durch freie Konvektion ah. 
Wir nehmen plausible Wertc des Warmeiiber- 
gangskoeffizienten w und der Ubertemperatur 
llT an, errechnen die W%rmestromdichte 

(1 (JT, daraus den Temperaturgradienten an 
der Wand -dT/dy q/X und den Brechzahl- 
gradienten 12’ ~: dn/dy (dn/dT) (dT/dy). Wie 
spliter gezeigt wird, kann inan naherungswcise 
I” ln’ln setzen, wenn I die Modelliinge bedeu.- 
tet. Diese Werte sind in Tabelle 1 ausgerechnet, 
in die such der nach Gl. (la) mit cos ‘/ 2 ! 
berechnete Kriimmungsradius des die Wand 
bertihrenden Lichtstrahls eingetragen ist. 

Luft 

:7, 

(i 
.\ 

dT/dj, 
dtlid7 

:I dn!d I‘ 
I 

; 

7.5 
hl 
0,05 
0,0257 

195 
0,93 IO-” 
l-8’ IO 4 

SO 
0,‘) 10 i 

55 

100 W,l(n? grd) 
10 grd 
0,4 W,lcnY 
0,598 WJni 3rd) 

hi grd/cm 
036. 10 ’ grd ’ 

58 IO 5 c11: ’ 
i cm 

Wegen dieser kleinen y’-Werte ist es zulassig, 
den Verlauf des Lichtstrahls anzunahern. Wir 
wollen im folgenden voraussetzen, dass der 
Lichtstrahl innerhalb des Modells durch ein 
Gebiet mit konstantem Brechzahlgradienten 
11’ ~~~ dn/dy verlauft. Ausserdem nehmen wir 
zunachst vereinfachend streifenden Lichteintritt 
(yi ---. 0) an. Setzen wir die Beziehung 
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in Cit. (4) ein, so erhalten wir die Gleichung des 
Lichtstrahls 

Darin sind y. und y die Wandabstande des ein- 
tretenden und austretenden Lichtstrahls, no ist 
die Brechzahl b&m Wandabstand yo, ferner ist 

gesetzt. Die Integration von Gi. (6) zwischen 
Eintritt (.x = 0) und der Modell~nge x = I 
ergibt 

Pl’P 
Y - Yo = Z*’ 

Die Strahlneignng am Austritt (x = 1) wird 

Der Lichtstrahl verlguft innerhalb des Mode& 
nach einer Parabel, die sich nach Gl. 18) such 
durch einen geradlinigen, in Mode~l~tt~ ge- 
knickten Strahl ersetzen I&st (Abb, 2). 

Am. 2. Parabel-Ngherung fiir den Lichtstrahl. 

L&SE man einen endlichen ~intrittswinke~ des 
Lichtstrahls zu (yi # 0), so erhiih man an Stelle 
der Gln (7) und (8) die Beziehungen 

n’12 
y ‘-- yo = Zy’ + - (I + y’2) 

0 2no 0 
M ly,: -/- ; 

0 

die sich ebenfalls auf einfache Weise geometrisch 
deuten lassen. 

Bei stark gekr~mmtem Verlauf der n(~)- 
Kurve kann es vorte~~aft sein, eine besserc 
NIherung als Gl. (5) zu verwenden, indem man 
die dortige Reihe urn ein Glied erweitert: 

n = no + n’ly - yo) + n; (Y : YcJ2. (11) 

Setzt man diesen Ausdruck in Cl. (4) ein und 
~e~ac~~ssi~ wieder Glieder kleinerer Grassen- 
ordnung, so erh&it man bei streifendem Lichtein- 
tritt( yi = 0) die Beziehungen 

Hier wie such in den Gin (7) bis (11) bedeuten 
n’ und TX” die Ableitungen der n(Y)-Kurve an 
der Stelle des Li~ht~int~tts, also bei x = 0 und 
y = yo. 

Ausser diesen Re~enentwicklungen, die sich 
in ahn,Iicher Weise schon verschiedentlich in der 
Literatur [1] bis [lO] finden, gibt es noch zahl+ 
reiche weitere M~g~~hkeiten, den Lichtstra~- 
verlauf im Model1 anzunghern. Diese NHherun- 
gen sind umso brauchbarer, je besser sie die 21.3 

erwartende Brechzahlfunktion wiedergeben und 
je einfacher sie sich handhaben lassen, und zwar 
sowohl bei Maschinen- wie bei Handrechnun- 
gen. Im folgenden sei noch der Lichtstrahl als 
Kreisbogen betrachtet, der entsteht, wenn man 
in Gf. (la) cos q m const. se&t, z.B. gleich cos I+ 
Bei streifendem Lichteintritt (ytt = 0) kann 
cos Q: M 1 gesetzt werden. Nach Abb. 3 bestehen 
die Beziehungen 

I= Rsinp = ritgsp = &Y; 

y-yyo=li(l --cosfp) 

= R[l -- d(l - sina( m 2$. 

Da nach Cl. (la) R w nJn.’ ist, erhslt man die 
Gleichungen 

n’la 
y - yo = -f& (141 

y+y 
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wiihrend sich fiir die ParabelrCiherung 

ABB. 3. Lichtstrahl als Kreisbogen. 

Der Unterschied zu den Gin (7) und (8) besteht 
darin, dass im Bereich des Lichtstrahles als 
Kreisbogen n’/n m const. gesetzt wurde, wgh- 
rend in Cl. (7) und (8) n’ ,= const. sein sollte. 

4. ABBILDUNGSGESETZ DER GRENZSCHICHT 

Wir nehmen an, unser Modell, z.B. eine 
laminare therm&he Grenzschicht an einer 
ebenen Wand, werde von parallelem Licht 
durchstrahlt, das auf einen Schirm fgllt. Gesucht 
ist eine Funktion zwischen den Koordinaten des 
Strahls in der Grenzschicht (y) und denen auf 
dem Schirm (yl), also das Abbildungsgesetz der 
Grenzschicht. Zur Berechnung des Lichtstrahls 
gehen wir von den Gln (7) und (8), also der 
einfachen Parabelngherung aus und zghlen 
daher den Schirmabstand L von der Modellmitte 
(Abb. 4). Im allgemeinen Falle (bei beliebigem 
Strahlverlauf) wiirde gelten 

ABB. 4. Zur Abbildungsfunktion einer Grenzschicht. 

crgibt. Mit y; Id/n, nach 61. (X) erhslt ma11 

J>l J’O f. I 17’!1?o. (16i 

Die Ablenkung des Lichtstrahlj J’l .l;O beriehen 
wir auf die Ablenkung 8, des die Wand beriilr- 
renden Strahles (yO em Oj. die sich nach Gl. (16) 
711 

h, L. i H, II,, j 17; 

ergibt, wenn der lndex II‘ die Werte fiir 11’ und II 
an der Wand bezeichnet. Ferner fiihren wir den 
relativen Wandabstand in der Grenzschichc 

Ti x,,,/S ein, wobei a die Grenzschichtdickc 
bedeutet. Damit erhalten wir 

.Vl 4‘0 I1 /I,! 
6, Iln li’ 

Nennen wir die relative Schirmkoordinate 
vJ~~, so entsteht die Gleichung fiir die 

xbbildung durch die Grenzschicht 

flil(, 0 

Fiir eine gegebene Grenzschicht ist der Ausdruck 

zugleich ein Mass fiir den Schirmabstand id, 
Die relative Schirmkoordinate ~1~ und der relative 
Wandabstand 7 kijnnen als Koordinaten cincs 
Diagramms dienen, das etwa den schematischen 
Verlauf nach Abb. 5 zeigen midge. Hieraus 

ABB. 5. Strahlungssttirke 4,) und UelcuchtungsstCrke H. 
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l&t sich die Beleuchtungsstarke B auf dem 
Schirm bei gegebener Strahlungsstarke Q0 des 
ankommenden Lichtes berechnen, da die 
Beziehung 

@o ldyl = B Idyll 

gelten muss (die Betragszeichen werden im 
folgenden weggelassen, da die Vorzeichen von 
B keine Rolle spielen). Zusammen mit Gl. (18) 
und (19) erhalten wir die Beziehung 

B du 6 d7 1 
_=_~-----= 
@o dy, 6, drl, 

_ n’2 * (20) 
1 + L ?Fn’i2 

0 

Von besonderem Interesse sind jene Stellen der 
Grenzschicht, von denen benachbarte Strahlen 
herrtihren, die sich auf dem Schirm schneiden, 
dort also mit B = co Brennlinien hervorrufen, 
wie sie von E. Schmidt [5] und Schardin [6] an 
laminaren thermischen Grenzschichten bei freier 
Konvektion beobachtet wurden. Wir erhalten 
hierfiir aus Cl. (20) die Bedingung 

n’2 n” 1 

no 2 no Ll ’ 

Der Ort des die Brennlinie bildenden Lichtes in 
der Grenzschicht hangt danach auchvom Schirm- 
abstand L ab, wie wir es spater experimentell 
bestatigen werden. Offenbar gibt es sehr viele 
Funktionen n(y), die die Bedingung (21) erfiillen 
kiinnen. 

Das gleiche Ergebnis erhalten wir such aus 
folgender Uberlegung (Abb. 6). Damit sich 
zwei Lichtstrahlen, die im Abstand dy aus dem 
Model1 austreten, auf dem Schirm schneiden, 
muss die Bedingung 

ABB. 6. Entstehung einer Brennlinie. 

du; 1 
_I_-_ 

dv L-112 

erftilit sein, woraus fur die einfache Parabel- 
naherung such 

dy; 1 _= -_ 
dy L 

folgt. Mit y; = Zn’/n, nach Gl. (8) erhalten wir 
als Bedingung fur die Brennlinie auf dem 
Schirm 

dy; 1(&n” - n’2) 1 
dy = 

-- 
,,; -- = L 

Diese Gleichung ist mit Gl. (21) identisch. 
Wegen der meist kleinen n’-Werte (Tabelle 1) 

wird manchmal (n’/n0)2 gegen n/‘/n0 zu vernach- 
lbsigen sein. Man erhalt dann naherungsweise 
die Brennlinienbedingung 

no __n” m _ 
LI’ (214 

Da L die Griissenordnung von Metern hat, 
werden Brennlinien bevorzugt aus jenen Zonen 
der Grenzschicht herriihren, in denen n” kleine 
negative Werte besitzt, eine Vermutung, die 
sich spater vollstandig bestatigen wird. 

Andererseits zeigt Gl. (21), dass such ein 
lineares Brechzahlfeld Brennlinien bilden kann. 
Nimmt man z.B. einen Brechzahlverlauf 
n = nw (1 + uy)” an (a und m sind Konstante), 
so bildet mit m = 1, der die Wand beriihrende 
Strahl im Schirmabstand L = l/(Zu2) eine 
Brennlinie. Bei einer Warmestromdichte 
q = 3 W/cm2 in Wasser mit I = 5 cm wird 
L M 1 m, die Brennlinie ist also bequem zu 
beobachten. Die Fahigkeit, bei Durchstrahlung 
mit parallelem Licht Brennlinien zu bilden, ist 
eine sehr allgemeine Eigenschaft von Brechzahl- 
feldern und keineswegs auf laminare Grenz- 
schichten beschrankt. 

5. MODELLGRENZSCHICHT 

Die im vorigen Abschnitt abgeleiteten Bezie- 
hungen sollen auf eine laminare thermische 
Grenzschicht angewendet werden, fiir deren 
Temperaturverlauf wir eine Potenzsumme 4. 
Grades in der Form 

6= 
T - Tm 

__-~ = ~2 + b + CT2 + dv3 + ev4 (22) Tu! - T, 
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annehmen. Darin bedeuten T,,. und 7, die 
Wand- und die Freistromtemperatur, 71 y/s 
den dimensionslosen Wandabstand mit 6 ails 
Dicke der thermischen Grenzschicht. Die 5 
Randbedingungen lauten : 

fiir 17 0 : if 1 ; 4” 0 

fiir ?j I : if 0: B’ 0: 8” 0. 

Damit ergeben sich die drei Gleichungen 

ii I 217 -1. 27” 74 (22a) 

:I ’ -2 . fjq 4q I 22b) 

8” 1271 I2714 (22c) 

die in Abb. 7 dargestelit sind. Die Bedingung 
J” : 0 fiir 7) -- 0 entspricht der sogenannten 
Wandbindung. Aus der Differentialgleichung 
der laminaren thermischen Grenzschicht ohne 
Ausblasen und ohne homogene Warmeproduk- 
tion 

,,’ i:T hT h”T 
.r, *, -i- 1ry -, -- II 

c .Y c.1. i’,,2 

folgt fur y ::-: 0 mit ri, II’~, - 0 die obige 
Bedingung, die fir das optische Verhalten dieser 
Grenzschicht von ausschlaggebender Bedeutung 
ist. Die Gln (22a) bis (22~) gelten fiir freie und 
fiir erzwungene Konvektion. 

Zur Berechnung der Brechzahlprofilc defi- 
nieren wir eine bezogene Brechzahl 

02 
O- 

-77 
ARR. 7. Modellgrenzschicht. 

,~ n ‘211 il &Q._ 

117 ?l,‘ 

Der Quotient dn/dT sei im Bereich 0 c 8 i 
der Einfachheit halber konstant angenommen.‘~’ 
Da er meistens negativ ist. crgeben sich aus den 
Temperaturprofilen folgende Brechzahlprofile 
fiir die w~rmeabgebende Wand : 

Ausserdem wird II:,, mm 2An/S. Wir haben absicht- 
lich ein Profil 4. Grades gewahlt, damit n” als 
Parabel noch zwei Nullstellen haben kann. Auf 
die Bedeutung dieser ~ullstellen wurde schon 
am Ende des vorigen Abschnittes hingewiesen. 

Diese Profile werden in Cl. (IS) eingesetzt 
und wir erhalten fiir das Abbildungsgesetz der 
Modellgrenzschicht 

Darin ist zur Abkiirzung h h/n,, gesctzt. 
Wahlen wir fur Luft AT =- T,,. T, 7:. 100 grd, 
so wird 71 % AT dn/(dT ’ nr,J =r. IO-- 4, fiir Wasser 
mit AT 10 grd wird h * 10 ‘i. Wir konnen 
also bei der Ausrechnung des Quotienten aus 
den beiden Potenzsummen in G1. (24) die 
hijheren Potenzen von h vernachlassigen und 
crhalten 

f 
h 

Tjl -r 1 _ $. .--I 26 ?I 
1 

~. Jvi’ 
1 

Jo (2 -T- 8h) 7)‘: 5b+. iw 

Diese Beziehung ist in Abb. 8 mit cZ/&, als 
Parameter dargestellt. Urn den Einfluss von h zu 
zeigen, wurde neben b =: 0 der (nach obigen 
AbschStzungen) vie1 zu grosse Wert b -.= 0,OS 
gewahlt, da schon die Kurven fur h = 0,O I im 
Rahmen der Zeichengenauigkeit mit denen fiir 

* Diese Annahtne ist nicht zwingend. Die folgenden 
Ableitungen lassen sich such mit temperaturabhlngigem 
dn/dT durchftihren. 
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17r 
i 

0.5 

92 

0. 

ABB. 8. Abbildungsgesetz der Modellgrenzschicht. 

b = 0 zusammenfallen. Man wird also in vielen 
F%llen b = 0 setzen und mit dem einfacheren 
Ausdruck 

Q = 1 + s” 7 - 372 + 273 (26) 
1 

rechnen kiinnen. Das bedeutet, dass in Gl. (18) 
no w nw gesetzt ist. Die Steigung der Q, T- 
Kurven ist ein Mass fi_ir die Beleuchtungs- 
stgrke auf dem Schirm. Brennlinien sind fiir 
dT,/dv = 0 zu erwarten, also fiir 6/S, < 1,5. 
Fiir diesen Parameterwert wird eine Brennlinie 
gebildet, deren Lichtstrahlen aus der Grenz- 
schichtmitte (7 = 0,5) kommen. Bei kleineren 
6/a,-Werten, also bei grasseren Schirmabstgnden 
L nach Gl. (19) treten zwei Brennlinien auf dem 
Schirm auf, deren Licht aber erst fiir sehr 
grossen Schirmabstand (S/S, = 0) von der 
Wand (7 = 0) und vom Rand der Grenzschicht 
(7 = 1) stammt. 

Zur Priifung dieser Zusammenhtinge wurde die 
laminare thermische Grenzschicht an einer senk- 
rechten ebenen Wand bei freier Konvektion in 
Luft betrachtet. Das Model1 hatte eine LBnge 

1 = 0,5 m, die fjbertemperatur der Platte 
betrug 38 grd, sodass b M 3 * lO-5 war und 
vernachlLssigt werden konnte. Die Grenzschicht 
wurde von parallelem Licht durchstrahlt, das 
auf einen Schirm bzw. auf die photographische 
Platte ohne abbildendes Objektiv fiel. Die 
Lichtquelle war eine von Bogenlampe und Kon- 
densor beleuchtete Kreisblende von einigen 
Zehnteln Millimeter Durchmesser (eine mit 
einer Nadelspitze durchbohrte Metallfolie), die 
sich im Brennpunkt eines Hohlspiegels vom 3 m 
Brennweite befand. Urn die Herkunft des Lichtes 
auf dem Schirm zu kennzeichnen, wurde un- 
mittelbar vor dem Model1 eine Maske in Form 
eines ausgeschnittenen Keils mit einem Keil- 
winkel von nahezu 90” angebracht, dessen 
Hypotenuse mit der Wandflache iibereinstimmte. 
Der Schirmabstand L wurde von 1 m bis 7 m 
variiert. Die Aufnahmen sind in Abb. 9a bis h 
wiedergegeben, wobei Abb. 9a die Nullaufnahme 
des Keils bei unbeheizter Platte darstellt. Da die 
Keilspitze ausserhalb der thermischen Grenz- 
schicht lag, muss man sie sich auf den Bildern als 
feststehend denken und erkennt das anfgngliche 
Zusammenschieben der Keilkontur von links 
nach rechts mit entsprechender Aufhellung, die 
Bildung einer Brennlinie bei etwa S/S, = 1,5, aus 
der bei steigendem Schirmabstand L (fallendem 
S/S,) zwei Brennlinien entstehen, deren rechte 
bei L = 7 m iiber die Keilspitze hinausreicht. 
Wegen des geringen Durchmessers der Licht- 
quelle zeigen sich deutliche Interferenzstreifen an 
den Kanten. Die zur Bildbeurteilung massge- 
benden Griissen S und 6, sind mit ausreichender 
Genauigkeit auszumessen. Die Bilder bestgtigen 
die Voraussagen iiber das Abbildungsgesetz der 
Modellgrenzschicht gemgss Abb. 8. Die Her- 
kunft der Brennlinie entspricht such den Gln 
(21) bzw. (21a). Mit wachsendem L wandert 
der Ort der Herkunft zu kleineren negativen 
n”-Werten, d.h. gem&s Gl. (23~) zu den beiden 
Rgndern der Grenzschicht. Schreibt man Gl. 
(26) in der Form 

Yl 
~~ = T/s = ; (1 - 3772 + 273) + 7 
6 (27) 

so erhglt man eine Kurvenschar (Abb. lo), bei 
der der ausserhalb der Grenzschicht liegende 
Teil der Keilblende feststeht, wzhrend sich nur 
die abgelenkte Kontur des Keils verschiebt. 
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AHH. IO. Graph&he Darstellun~ van GI. (27). 

Diese Darstellung Iasst sich unmittelbar mit der 
Abb. 9a bis h vergleichen. In Abb. 1 I ist ferner 
die Ablenkung der Keilkontur mit jencr des 
Grenzschichtmodells fiir 6,/S = 1,7 und 0,33 
verglichen. Das Bild demonstriert die prinzi- 
pielle Auswertbarkeit der Schlierenaufnahmen 
ohne opt&he Abbildung und zeigt zugleich die 
Abweichungen zwischen dem Grenzschicht- 
model1 und der wirklichen therm&hen Grenz- 
schicht. 

6. ENVELOPPE ALS BRENNLINIE 

Die im vorigen Abschnitt mitgeteilten Zusam- 
menhange lassen sich noch auf andere Weise 
darstellen. Gi. (27) mit 8, Lln)n,p nach Gl. 
(I 7) ist die Gleichung einer Geradenschar mit 
den Koordinaten _vl und 6, N I, und dem einzigen 
Parameter 7. Eine Geradenschar kann Envelop- 
pen besitzen, die die Gleichung der Schar F 

(VI> 81, 11) 0 erfiilien, wenn man darin den 
Parameter ~1 mit der Bedingung 3Fji’q ~~ 0 
eliminiert. Wir erhalten daraus fir den Para- 
meter ~1 als Losung einer quadratischen 
Gleichung die beiden Werte 

ABH. 11. Vergleich der gemessencn Lichtablenkung 
mit jener der Modeilgrenzschicht 

woraus die Bedingung (E,/8 : ’ 1!3 folgt. Setzt 
man diese v-Werte in Gl. (27) ein, so erhalt man 
die beiden in Abb. I2 dargestellten Enveloppen. 
Diese sind zugleich Schnitte durch zwei Brenn- 
f&hen, ihre Spuren auf dem Schirm sind die 
Brennlinien. Abb. 12 entspricht vollstandig 
Abb. 8. Die erste Brennlinie tritt bei jenem 
Schirmabstand L auf, fiir den 6,/6 -_: 2/3 ist. 
Ihr Licht kommt von der Grenzschichtko- 
ordinate 7 ::~ 0,5. Mit steigendem Schirmab- 
stand nahern sich die Enveloppen ihren Asymp- 
toten, die obere dem von der Wand (71 -- 0) 
kommenden Strahl, also der Geraden J:~ 6,. 
die untere dem Randstrahl y,/S ~~~ 7~ I. 



ABB. 9. a bis h Schirmbilder einer laminaren therm&hen Grenzschicht bei freier Konvektion mit 
keiif~~i~er Maske. a Nullaufnahme ohne Heizung. Scbirmab~tand bei b bis h: 1 m; 1,5 m; 2 m; 

3m; 4m; 5m;7m. 

f. p. 676 



9(e; 9ffi 

919) 9th) 



ABB. 15. Schirmbild einer Grenzschicht mit Ausblasen. 

ABB. 16. Verzerrung eines Linienrasters durch das nichtstationlre Temperaturfeld beiderseits 
einer waagerechten Heizplatte in Wasser (q - 0,6 W/cm*) 7 set nach dem Einschalten. 
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ABB. 12. Enveloppen des Lichtstr~lb~ndels durch 
die Modellgrenzschicht. 

Tabelle 2 zeigt ~sa~enge~~~ge Werte, aus 
denen sich such die Koordinaten der Extrem- 
werte der Kurven in Abb. 8 entnehmen lassen. 

Tabelle 2 

2j3 0,5 0,s 5J6 3,25 
LO 0,788 - 0,908 0,908 

2:o it 

- 0,211 1,096 1,096 

0,908 - 0,092 0,956 2,045 0,478 1,022 
320 0,941 - 0,972 0,324 
3,0 - 0,059 3,027 1,009 

7. GRENZSCHICHT MIT AUSBLASEN 

Dass bei grosseren Sc~rmabst~nde~ L die 
wandnahen Lichtstrahlen des Modells eine 
Brennlinie bilden, hing wesentlich von der 
“Wandbindung”’ der Grenzschicht, $?z = 0 ab. 
Wesentlich andere Abbild~ngsverh~ltnisse sind 
zu erwarten, wenn diese Bedingung ktinstlich 
gestiirt wird, z.B. durch Ausblasen. Wir bilden 
mit der Ausblasegeschwindigkeit w, und der 
Grenzschichtdicke 6 eine Wand-P&let-Zahl 
Pe = w&a uad erhalten dann fiir die Wand- 
bindung die Bedingung 

S;Pe = 8: (2% 
und fiir das Temp~ratu~rofil und die beiden 
Ableitungen aus GI. (22) 

-127 - 6Pq2 + 4(3 
- 

9 + Pe)rl* r= 1 + :iL_ 2P4173 3(2 6 -I- Pe (304 

- 12 - 12Peq 
$, =11 4- 12(3 + 2wr12 - 12(2 -I- Pew 

6 + Pe (3Ob) 

~,, = z-_zPe + 24(3 5 2Pe)q - 36(2 + Pe)T” _~... 
6fPe-- -* 

(304 

In Abb. 13 sind fiir -3 < Pe < 3 diese Profile 
eingetragen. Man erkennt die VerBnderungen 
besonders der beiden Ableit~gen gegeniiber 
den Werten fur Pe = 0. 

3 

i 

10 

8 

t-f+-+-t----+~+---i 

-4KUJ-i--Ii---i---,! 
” UL VJ 

- ?j (” 

ABB. 13. Temperaturprofile mit erster und zweiter 
Ableitung einer Modeilgrenzschicht mit Ausblasen 

und Ansaugen. 
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Auch das Abbildungsgesetz wird durch das 
Ausblasen stark verandert, wie Abb. 14 zeigt. 
Bei Pe == 12 liegt zwar die Brennlinie am Rand 
des Schirmbildes (7, * 2,6). aber die sie bilden- 
den Lichtstrahlen passieren die Grenzschicht 
beim Wandabstand 7 = 0,3. Der innere Teil des 
Schirmbildes (TV ‘. 1) ist einfach, alles tibrige 
doppelt beleuchtet. Zum Nachweis dieses Ver- 
haltens wurden Versuche an einem poriisen 
Zylinder aus Sinterbronze von 75 mm Lange und 
30 mm Durc~m~sser angestellt, der in einer 
Glaskiivette in kaltem Wasser hing und van 
innen nach aussen mit wgrmerem Wasser mit 
geringen Geschwindigkeiten durchstramt und 

/ 

Am. 14. AbbiIdl~ngsgese~z der Mod~llgreI~zs~l~i~ht 
mit Ausblasen, 

dadurch zugleich geheizt wurde. Abb. 15 zeigt 
ein Schirmbild der von parallelem Licht durch- 
strahlten Grenzschicht bei Pr - IS und einer 
Temperaturdifferenz von 6,4 grd. Man sieht die 
Trennlinie zwischen dem dunkleren und dcm 
(doppelt beleuchteten) helleren Teil des Grenz- 
schichtbildes, die keine Brennlinie ist. Diese 
Trennlinie verlauft in Abb. 15 nicht parallel zur 
Wand, weil ein auf dem ganzen Urnfang gleich- 
massiger Durchfluss bei der gewghlten Versuchs- 
einri~htung nicht zu erreichen war. 

R. ~IV~RGENTES UND KONVERGENTES 
LICHTR~NDEI. 

Del- Einfluss eines endlichen Abstandes 
zwischen Lichtquelle und Model1 lasst sich an 
Hand der Gln (9) und (IO) iibersehen. Liegt 
die Wandflache des durchstrahlten Modells in 
der Achse des Lichtbiindels, so ist der Eintritts- 
winkel der Lichtstrahlen .r(i J,JP. wenn t’ de! 
Abstand zwischen Lichtyuelte (beieuchtete 
Punktblende) und Eintrittskante des Mode% ist. 
Die Beziehung zwischen S~hirmkoordinaten 

% -- t-,/S, und Grenzschi~htkoordinate~l7) I*/& 

h&t &inn an !!!&elk van Gl. (Iti‘\ iiit lzrr - f?k’ 

Meist wird ).T’~ c% 0 I sein und vernachlbsigt 
werden konnen. Aus GI. (3 I) lasst sich ablesen, 
dass Divergenz (P . ’ 0) wie eine Verkleinerung 
des Schirmabstandes wirkt, da 8, - L ist, 
wahrend bei konvergentem Licht (P _‘. 0) der 
Schirm scheinbar weiter riickt. Versuche besta- 
tigen dieses plausible Ergebnis. 

9. WEITERE ANORDNUNGEN 

Nach den Regeln der geometrischen Optik 
lassen sich die Lichtwege umkehren. Man kann 
daher Abb. 8 such als Abbildung eines beleuch- 
teten Schirmes mit Markierungen deuten, der 
durch eine Grenzschicht betrachtet ist. Die 
Markierung kann aus einer Maske oder such 
z.B. aus einem passenden Raster bestehen. Das 
durch die Grenzschicht verzerrte Bild wird nut 
einer Kamera aufgenommen. Ein Beispiel diesel 
Anordnullg zeigt Abb. 16. Eine waagerechte 
Heizplatte in Wasser wurde pliitziich mit etwa 
0.6 W/cm2 beheizt, Gezeigt ist die Verzerrung 
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eines Linienrasters durch das nichtstationare 
Temperaturfeld 7 set nach dem Einschalten, vor 
Einsetzen der Konvektion an der Oberseite. Die 
zusammengedrlngten Linien in WandnLhe lassen 
sich leicht den Linien des unverzer~en Raster- 
bildes zuordnen. Das so ermittelte Brechzahl- 
feld kann mit dem theoretischen verglichen 
werden. Hiermit bieten sich Moglichkeiten zur 
Messung der Warmeleitfahigkeit bzw. der 
Temperaturleitfahigkeit mit nichtstationaren 
Verfahren an. 

Statt Masken und Raster kann man als 
weitere Markierungen des eintretenden und/oder 
des austretenden Lichtes such z.B. Farben, 
Unterschiede der Strahlungsstarke oder Inter- 
ferenzen verwenden. In eine Systematik aller 
M~glichkeiten ordnen sich zwanglos die bekann- 
iesten optischen Verfahren ein, das Schlierenver- 
fahren nach Toepler und das Interferenz- 
verfahren nach Zehnder-Mach. Die oben 
skizzierten Vereinfachungen fur den Weg des 
Lichtstrahls durch das Model1 lassen sich such 
zur Berechnung der optischen Wegl&ge ver- 
wenden, urn z.B. den Einfluss der Lichtablen- 
kung auf den Ort der fnterferenzstreifen zu 
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erhalten. Hierauf sei an dieser Stelle nicht weiter 
eingegangen. 

10. ANERKENNUNG 
An der He~tellung und Auswe~ung der gem&ten 

Bilder haben mehrere Mitarbeiter mitgewirkt, denen ich 
such an dieser Stelle danken mochte. Es sind dies die 
Herren J. Bach, H. Barth, C. Dihlmann, H. Rottenkolber, 
G. Schodel. 
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Abstract-The laws of light deflection in refracting fields are discussed by means of geometrical 
optics. Approximations are introduced for the path of the lightbeam. This renders the law of repro- 
duction for a thermal model boundary layer which shows good qualitative agreement with experiments. 

RCum&Les lois de la diffraction de la lumiere dam des champs refrinpnts sont etudiees au moyen 
de l’optique geometrique. On introduit des approximations quant au trajet du faisceau lumineux. 
Ceci permet d’obtenir une loi de similitude, applicable ti un modele de couche limite thermique, qui est 

en bon accord avec les donnees experimentales. 

dHHOTa~&i~-MeTOAaMH FeOMeTpWIeCHOt OIITHKM WXJIeJ&yEOTCR 3aRoHU IIpenOwjIeHaR CBeTa 

n nomx ~Pe~ohI~eH~~. ,&IR nyTf1 npo6era nysa BBOARTC~I np~6~~~eH~~, ~TO Aaer aauou 
nO~O6~~U ZJrR nO$&?Jin Te~~OBOrO ~OPpaH~iqHOrO CJIOFI, ~aqe~TBeHH0 ~0~TBep~~aeM~~ 

3ImIepLIMeHTam. 


